Temat: MACIERZ KOWARAINACJI, KOFAKTOROW I WAG ORAZ ZASADY ICH
PROPAGACIJI

Zagadnienia:
2. Macierz kowariancji, kofaktoréw 1 wag.
3. Zasady propagacji macierzy.

Zmienng losowa wielowymiarowg (XI’XZ" ' "X") wygodnie jest prezentowaé w postaci wektora
losowego:

X=X, X,...X, ]

Szczegdlna role w praktycznych zastosowaniach wielowymiarowych zmiennych losowych odgrywaja

parametry OpiSOWGZ
Parametry opisowe wektora
losowego X
Wektor wartosci oczekiwanych

- a7

E(X)= 2

¢, = £{[x- £(x) [ x-£(x)] ]

Macierz kowariancji

Macierz kowariancji jest to macierz o postaci:

CX=E{[X—E(X)][X—E(X)]T}:E Xz—F(Xz) [X_E(X) X,-E(X,) - Xn—E(X,,)} _

ellx-e(x)f} s -sn)]) - B{lx- 00 x,-E(x)])
= E{[XZ_E(Xz)][Xl_E(Xl)]} E{[XZ_E(XZ)]Z} E{[Xz_E(Xz)][Xn_E(Xn)]} =

el s -]} BB e s(])



I V(Xl) cov(Xl,Xz) cov(Xl,X”) |
_ COV(XZ,XI) V(Xz) COV(XZ,Xn)
cov(Xn,Xl) cov(Xn,Xz) V(Xn)

bo V(X") - COV(X"’X") , poniewaz COV(X"’Xf) N COV(X«”X") dlatego Cx jest macierza

symetryczng. Ze wzgledu na strukture (wariancje na przekatnej, kowariancje poza przekatng) macierz
kowariancji jest macierza symetryczna.

Jezeli zmienne losowe (Xl’Xz" . -,Xn)

Vi’j :cov(Xl,,Xj)zo

sa zmiennymi losowymi wzajemnie niezaleznymi wowczas:

dlatego macierz Cx przyjmuje postac:

v(x) o0 - 0
C, = 0 7(x) 0 = Diag| V' (X,).V (X,)....7V (X,)]
0 0 V@g)_

o, 0 0
0 o’ 0
C, = g
o 0 - o _ 2 _
L o poniewaz Ox= V(X) —O0x= V(X) - odchylenie standardowe

Propagacja macierzy kowariancji

Jezeli istnieje dany uktad réwnan

F = AKX
= F (X X
= F (X T X)

X=[X.X,....

T
o znanej macierzy kowariancji X wektora losowego > nd | a wektor

T
Y= [YI’YZ" ) ’Yn] jest takze wektorem losowym, ktory jest jednoznacznym przeksztalceniem
zmiennej losowej X to mozna wyznaczy¢ macierz kowariancji wektora Y, ktora przyjmuje postac:



I V(YI) cov(Yl,Yz) cov(Yl,YI) ]
c, = cov(Yz,Yl) V(Yz) COV(Y2,Y)
cov(Yn,Yl) cov(Y”,Yz) V(Yn)

1 mozna j3 wyznaczy¢ z wykorzystaniem Cx korzystajac z zaleznoSci:

C,=D-C.-D

gdzie:
| OF 0FOF, |
ox, ox, = ox

p= 2P, F(x)= 3)}? aa)};2 s)?

- a(X) —YXx - 1 2 n
oF, 9dF, OF,
ox, ox, = ox

Macierz kofaktorow

Elementy macierzy kowariancji nie s3 w praktyce znane. Parametry wchodzgce w sktad macierzy

Q

kowariancji zastgpuje si¢ ich przyblizeniami stanowigcymi elementy macierzy <X zwanej macierzg

kofaktorow.

W wigkszosci przypadkow zaktada sie, Ze jest jednakowy poziom przyblizenia elementéw Cx
woOwczas mozna, ze:

2
CX - O-OQX
gdzie: O - nieznany wspotczynnik wariancji, ktory podlega oszacowaniu w procesie wyroOwnania.

Zgodnie z podanym modelem jednej macierzy Cx przyporzadkowuje si¢ zbior rownolegtych macierzy
kofaktoréw Q.
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Macierze kofaktorow Q r6znig od macierzy kowariancji Cx warto$cig wspotczynnika wariancji.
Zaklada sie, ze jezeli:

o <1 . . .
0 - to macierz kowariancji jest niedoszacowana

o,=1 . , . L
0 - to jest trafna ocena elementow macierzy kowariancji

o >1 . .
0 - to macierz kowariancji jest przeszacowana

Zasada propagacji macierzy kowariancji jest rowniez analogiczna w przypadku macierzy kofaktorow i
mozna zapisac, ze:

C, :D-CX-DT <:>0'§QY:D-602QX-DT
a stad wynika, ze:
QY:D’QX'DT

Macierz wag

Macierza wag nazywamy takg macierz P, ze:

P=Q"
Propagacja tej macierzy jest nastepujaca:

-1

-1
Q;l :(D.QX.DT) =(D-P; .DT)
a z tego wynika, ze:

_ -1
P, =(D-P}-D")
Czesto wykorzystywanym przyblizeniem pozwalajagcym na tatwg budowe macierzy kowariancji jest:
V(X)=m§( =>O'§(:m§(

wobec tego macierz kofaktorow przyjmuje postac:

1
Q= 2 ) —>P= m;

[

S | =
=~

Cwiczenie



T
1. Wyznaczy¢ macierz kowariancji (CY) wektora Y= [Yl’YZ] dla X; = 0,50, X, = 0,25 jezeli:
{ Y, =X?—X,+3 C_(l) (2’ i
Y, =4X3 +2X2 — X, + 1 X > 1 8
Rozwigzanie
JaY, dY 9y
0X, dX, JdX, 2, -1 0 1 =1 0
D = = —
Y, 9dY, 9JY, 12X 4x, -1 3 1 -1
I 0X, dX, JX, |
) L -1 o 1 0 2 1 3 3 0
C,=D-C D = 40 2 1 ] -1 1 |=
3 1 -1 > 1 8 0 -1 0 5

2. Namiary NR;, NR,, NR; s3 niezaleznymi losowymi o odchyleniach standardowych
0, = 2,0, = 3,03 = 1. Wyznaczy¢ macierz kowariancji katow a, .

N A
NR1
@ NR:2
J/
NRs
Rozwigzanie:
Z danych wynika, ze:
4 0 0 o, 0 0
Ci=1 09 0 = O 0'5 0

z rysunku wynika, ze:

oo oo oo
ONR, ONR, ONR [_1 _1 0}

D= Pl=
s a8 s}
ONR, ONR, ONR

3

13 -9
C .=D-C_-D'=
“p e [ -9 10 }




cov((x,ﬁ)z -9

katy a, [ sa zalezne, poniewaz 1 to wynika z rysunku.

3. Wyznaczy¢ macierz kowariancji Y1, Y2 jezeli:

{Y1=2X1—X2 0,=2 0, =2 cov(X,X,)=0,5

Y2=X1 +X2 ’ ’

Rozwigzanie:
Y, 9y
aXl aXz 2 -1

— — 2

D= oy, oy, =] c - O cov(Xl,Xz) _ 4 05
0X, 09X, cov(Xl,Xz) Gi(z 0,5 4

wobec tego:

C =p.C .D' = 2 -1 || 4 05 ]| 21 _ 18 4,5
Y X 1 1 0,5 4 -1 1 45 9

4. Macierz kofaktorow zmiennych Xi, X, X3

2 1 0
Q. =| 1 3 -l
0 -1 2

Obliczy¢ macierz kowariancji zmiennych Y1, Y2 dla zmiennych X;=0,5, X»=0,3, X3=0,2 jezeli:

— Y2 _ —
{1;;2—:& X2+))(23+ 12: oraz og=2
Rozwigzanie
JaY, dY 9y
D= aXl aXz aXs _ 2X, -1 1 _ 1 -1 1
Y, dY, JdY, 0 0 1 0 0 1
0X, dX, JX,




